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Contenidos

1. Introducción.

2. Aplicaciones:
• Integración de Monte Carlo

• Análisis de escenarios.

3. Metodología de aplicación:
• Variables de entrada.

• Generadores de números aleatorios.

• Análisis de resultados y estimación del error.
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Un Poco de Historia

Ulam concibió este método 
en 1946 mientras meditaba 
sobre las probabilidades de 
ganar un juego de cartas del 
solitario.

Stanislaw Ulam John von NeumanNicholas Metropolis
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Un Poco de Historia

• Transformar los problemas analíticos en un problema estocástico (aleatorio) que 
faciliten su solución a través de un muestreo estadístico. 

• Este trabajo transforma el muestreo estadístico de una curiosidad matemática a una 
metodología formal aplicable a una amplia variedad de problemas.

N. Metropolis; S. Ulam. 
The Monte Carlo 
Method. Journal of the 
American Statistical 
Association, Vol. 44, No. 
247. (Sep., 1949), pp. 
335-341
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Aplicaciones de Modelos de Monte Carlo

• MC es uno (el más usado) de los métodos de modelado estadístico.

• Aplicación (algunos ejemplos):
• Ingeniería mecánica: Modelos de fatiga de materiales.

• Biología: Interacción de moléculas y células.

• Economía: Modelos de riesgo y cálculos coste/beneficio.

• Procesado de imagen: Refinamiento de microscopía o imagen satélite.

• Física: Astrofísica, meteorología

• Estrategia y planificación: Monte Carlo Tree Search

• …
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Introducción a Monte Carlo: Ejemplo

• Resolución de un problema (trivial):
• Cálculo de la constante p.

• Problema de integración sobre el área de un círculo:
• Si tengo un cuadrado de lado l con un círculo (de radio l/2) inscrito dentro.

• Existe una proporción entre el área del cuadrado y la del círculo interior:

• Si genero puntos aleatorios dentro del cuadrado, puedo estimar esta proporción 
contabilizando los que están dentro del círculo.

𝛼 =
𝐴𝑟𝑒𝑎 𝐶𝑖𝑟𝑐𝑢𝑙𝑜

𝐴𝑟𝑒𝑎 𝐶𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜
=

𝜋 (  𝑙 2)
2

𝑙2
=

𝜋

4
𝜋 = 4 𝛼

l
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Introducción a Monte Carlo: Ejemplo

• Resolvemos el problema para un cuadrante y para l=1 (el 
ratio a es independiente del tamaño de l).

• Algoritmo:
• Genero un punto p  ([0,1]; [0,1])

• Estará dentro del círculo si:

• Entonces incremento el contador de puntos interiores.

• Incremento el contador de puntos.

0 1

𝑝. 𝑋2 + 𝑝. 𝑌2≤ 1

d=1

Aproximación a p:

 𝜋 = 4
𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟𝑒𝑠

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠
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Simulación de Monte Carlo
Integración por Medio de Métodos de Monte Carlo
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Generalización para Todo Problema de 
Integración
• Aproximación por medio de otras funciones (conocidas) o por medio de la 

sumas discretas.

 

0

1

𝑓 𝑥 𝑑𝑥
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0
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0

1

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≈
1
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𝑁

𝑓(𝑥𝑖)
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Monte Carlo de Aceptación/Rechazo

• El modelo del cálculo del área (integración) usando la generación de 
puntos se denomina Monte Carlo de Aceptación/Rechazo.
• Es uno de los modelos menos precisos.

• Aunque intuitivamente más fáciles de entender.

• Existen otras variantes (orientadas a la estimación de integrales):
• Monte Carlo con muestreo estratificado.

• Monte Carlo con muestreo por importancia.
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Otras Alternativas

• Monte Carlo Estratificado:
• Se establecen unas divisiones (regulares) de las variables de entrada.

• Se genera un número de valores N para cada uno de los intervalos.

• Fuerza a una mayor uniformidad en el muestreo.

• Monte Carlo por Importancia:
• Se enfatiza el muestreo en las regiones que tiene una mayor diversidad.

• La recopilación de información está sesgada por características de la propia 
función.
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Integración con Monte Carlo

Aceptación/Rechazo Monte Carlo CrudoMonte Carlo Estratificado
Monte Carlo por 

Importancia
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Integración de Monte Carlo

• Im: Estimador de MC

• N: Número de muestras

• x1, x2, … xN: Puntos aleatorios generados por medio de una distribución (uniforme) 
entre los valores de a y b.

El objetivo es aproximar el resultado cuando 

¿Cuál es el valor de N adecuado?

𝐼 =  

𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 𝐼𝑚 = (𝑏 − 𝑎)
1

𝑁
 

𝑖=1

𝑁

𝑓(𝑥𝑖)

lim
𝑁→∞

𝐼𝑚 = 𝐼
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Simulación de Monte Carlo
Análisis de Escenarios y Simulación
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Aplicación al Análisis de Escenarios

• Muchos análisis se basan en el estudio de escenarios posibles (what-if
scenarios) y la evaluación de los mismos (en costes, riesgos, …).

• MC se usa en estos casos como herramienta de soporte a la decisión.

• Posibles usos/resultados:
• Estimar las probabilidades de determinados resultados.

• Identificación de componentes críticos.

• Sensibilidad del modelo a cambios e hipótesis.
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Análisis de Escenarios

• El estudio del escenario parte de la hipótesis de poder modelizar (de una 
forma fiable) un fenómeno concreto.

Modelo 
Matemático

Input Output Análisis

Modelo 
Matemático

Mejor caso
Caso base
Peor caso

Mejor salida
Salida media
Peor salida

Modelo 
Matemático

Rango de valores de entrada

Distribución de entrada

Multitud de 
datos de 

salida
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Simulación de Monte Carlo
Metodología de Aplicación
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Metodología de Aplicación

1. Modelo matemático (determinista): Definición matemática (computable) del 
fenómeno a estudiar. 

2. Identificación de la distribución de las variables de entrada: Dichas distribuciones 
se pueden estimar o asumir como hipótesis.

3. Generación aleatoria de valores: Las variables aleatorias (de acuerdo a sus 
distribuciones) se muestrean.

4. Análisis de resultados: Recolección de resultados y presentación de los mismos. 
Orientado a la toma de decisiones.



21

Modelización de Sistemas Biológicos

Modelo Matemático

• Dependiente del dominio: Mecánica, Termodinámica, Teoría de control, 
Biología molecular, Economía, …
• Modelo determinista: Una vez definidas las entradas del modelo, su resolución no 

es dependiente de variables aleatorias.

• Modelo estocástico: La aplicación del modelo lleva consigo determinados aspectos 
que son dependientes de una o más variables aleatorias.
• Ejemplo: En un modelo de riesgo compartido, cuando los tratamientos médicos tiene un 

determinado grado de eficacia.
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Modelo Matemático: Ejemplo

• Cálculo de coste: 
• Se quiere vender un producto al por menor (a 500€/unidad), adquiriendo dicho 

producto de un proveedor que nos ofrece dos opciones de compra:
• Compra por adelantado a: 310€/unidad

• Compra bajo demanda a: 450€/unidad

• Fórmula de coste/beneficio:

𝑏𝑒𝑛𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑜 = 500 × 𝑈𝑉 − 𝑐𝑜𝑠𝑡𝑒

𝑐𝑜𝑠𝑡𝑒 =  
310 × 𝑈𝐶𝐴 𝑆𝑖 𝑈𝐶𝐴 ≥ 𝑈𝑉

310 × 𝑈𝐶𝐴 + 450 × (𝑈𝑉 − 𝑈𝐶𝐴) 𝑆𝑖 𝑈𝐶𝐴 < 𝑈𝑉

𝑈𝑉: 𝑈𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 𝑣𝑒𝑛𝑑𝑖𝑑𝑎𝑠
𝑈𝐶𝐴: 𝑈𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑎𝑑𝑒𝑙𝑎𝑛𝑡𝑎𝑑𝑜
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¿Cuáles Serían los Datos de Entrada?
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Monte Carlo en Modo Bootstrap

• Una de las alternativas a modelizar la distribución de las variables de 
entradas (cuando se tiene datos suficientes es):
• Muestrear de forma aleatoria valores de las series de datos disponibles en la 

entrada de una forma repetitiva.

• De esta forma no es necesario saber la distribución de estos datos, sino que se 
usan los propios datos experimentales.

• ¿Cómo de fiables son estos datos?

• En este sentido las técnicas de remuestreo (bootstrap) aplicadas en 
aprendizaje automático tienen el mismo fundamento. 
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Simulación de Monte Carlo
Estimación de Errores y Análisis de Resultados
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Estimación de Errores

A la hora de estimar el valor medio de un efecto

que se estima como

Leyes de los grandes números:
• Ley débil:

• Ley fuerte:

El propio estimador es una variable aleatoria con su media y varianza

… y esto vale para:

 𝜇𝑛 =
1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝑋𝑖

lim
𝑛→∞

𝒫(  𝜇𝑛 − 𝜇 ≤ 휀) = 1

𝒫( lim
𝑛→∞

 𝜇𝑛 − 𝜇 = 0) = 1

𝔼(  𝜇𝑛) =
1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛

𝔼(𝑋𝑖) = 𝜇 𝔼((  𝜇𝑛 − 𝜇)2) =
𝜎2

𝑛

𝔼((  𝜇𝑛 − 𝜇)2) =
𝜎

𝑛

Error cuadrático 
medio

Dependiente de n 
en orden O(n-½) 
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Estimación de Errores (Cont.)

• Para duplicar la precisión de un modelo de Monte Carlo es necesario 
multiplicar por 4 el número de muestras generadas.

• Hay métodos analíticos (regla de Simpson) con mejores precisiones (O(n-

4)) pero que requieren:
• 4ª derivada calculable analíticamente

• Depende de la complejidad del problema (número d de variables de entrada al 
problema), en realidad  O(n-4/d).
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Estimación de Errores (Cont.)

• Como hemos visto el error cuadrático medio depende de la desviación 
típica del fenómeno y del número de muestras. 

• no se conoce pero se puede estimar (s):

• Por otro lado, se asume que la expresión 𝔼((  𝜇𝑛 − 𝜇)2) sigue una 
normal 𝒩(0,1). 

• Por lo tanto podemos despejar la media y definir en base al estimador de 
la desviación los umbrales: 

𝑠2 =
1

𝑛 − 1
 

𝑖=1

𝑛

(𝑋𝑖 −  𝜇𝑛)
2

 𝜇𝑛 − Φ−1  𝛼 2
𝑠

𝑛
≤ 𝜇 ≤  𝜇𝑛 +Φ−1  𝛼 2

𝑠

𝑛

En la práctica:Función de probabilidad 
acumulada de una normal

Φ 𝑎

Función Z para el cálculo de 
los cuantiles de una normal.

Φ−1 𝑎

 𝜇𝑛 ± 1,96
𝑠

𝑛
Intervalo de confianza 
de la media al 95%

 𝜇𝑛 ± 2,58
𝑠

𝑛
Intervalo de confianza 
de la media al 99%
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Estimación de Errores: Ejemplo

Compra 1000 uds. 1500 uds. 2000 uds. 2500 uds. 3000 uds. 3500 uds. 4000 uds.

Media 263.666 € 324.859 € 359.683 € 349.111 € 279.206 € 160.858 € 16.397 €

Std 46.485 € 76.742 € 137.564 € 219.069 € 292.025 € 338.106 € 356.677 €

Maximo 356.637 € 478.343 € 634.811 € 787.249 € 863.256 € 837.070 € 729.752 €

Medio 263.666 € 324.859 € 359.683 € 349.111 € 279.206 € 160.858 € 16.397 €

Mínimo 170.696 € 171.375 € 84.555 € -89.026 € -304.844 € -515.355 € -696.957 €

En el ejemplo anterior calculamos las medias de las simulaciones y las desviaciones típicas de las propias simulaciones:

𝑠21000 =
1

1000 − 1
 

𝑖=1

𝑛

(𝑋𝑖 − 263.666)2  𝜇𝑛 ± 1,96
𝑠1000

1000
 𝜇𝑛 ± 2510

Compra 1000 uds. 1500 uds. 2000 uds. 2500 uds. 3000 uds. 3500 uds. 4000 uds.

Min 261.156 € 320.802 € 352.348 € 337.127 € 262.790 € 141.916 € -3.621 €

Med 263.666 € 324.859 € 359.683 € 349.111 € 279.206 € 160.858 € 16.397 €

Max 266.176 € 328.915 € 367.017 € 361.096 € 295.621 € 179.800 € 36.416 €

1,96 s/(n-2) 2.510 € 4.057 € 7.334 € 11.985 € 16.415 € 18.942 € 20.019 €

El rango de valores entre los cuales está la media, con un umbral de confianza del 95% serían:
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Problemas Computacionales de la Estimación de 
los Errores
• Para valores muy altos de n, la estimación de s puede tener un problema debido a los 

errores de redondeo.

• El problema es más probable si: 𝜎2 ≪ 𝜇 y 𝑛 ≥ 109

• Una alternativa para evitar dichos problemas (y calcular ambos estimadores en una 
sola pasada) es usar un cálculo incremental (siendo  𝜇𝑛 = 𝑋1 y 𝑆1 = 0):

𝑠2 =
1

𝑛 − 1
 

𝑖=1

𝑛

(𝑋𝑖 −  𝜇𝑛)
2

𝛿𝑖 = 𝑋𝑖 −  𝜇𝑖−1

 𝜇𝑖 =  𝜇𝑖−1 +
𝛿𝑖
𝑖

𝑆𝑖 = 𝑆𝑖−1 +
(𝑖 − 1)𝛿𝑖

2

𝑖

∀ 𝑖 = {2, …𝑛}

𝑠2 =
𝑆𝑛

𝑛 − 1
y luego

Para valores muy grandes de n existe un cálculo 
aproximado de s

que tiene la ventaja de ser calculable en paralelo  

 𝑠2 =
1

𝑛
 

𝑖=1

𝑛/2

(𝑋2𝑖 − 𝑋2𝑖−1)
2
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Riesgos en el uso de Simulaciones

• Sensibilidad a los datos de entrada:
• GIGO: Garbage in, garbage out.

• Hipótesis plausibles y modelización de las distribuciones de entrada adecuadas (en tipo y 
parámetros).

• Modelización de los aspectos deterministas del modelo: Para un dato de entrada 
concreto ¿cuál es la salida esperada? ¿existen efectos estocásticos internos no 
controlados? 

• Reporte de resultados: Conocer la fiabilidad estadística y el umbral de error que 
estamos cometiendo.

• Coste computacional: Dependiente de la dimensión y/o complejidad del problema.
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Entornos de Programación

• Lenguajes de propósito general: Más flexibles, aunque requieren algunas 
bibliotecas específicas de muestreo:

• Lenguajes orientados a la simulación:
• MATLAB : Simulink

• Paquetes estadísticos: SPSS, R, SAS 

• SIMAN, SLAM, SIMSCRIPTS.
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Herramientas y Entornos

• Crystal Ball (Oracle): Simulador MC para excel.

• @RISK (Palisade): Analizador de riesgo.

• Solver (Frontline Systems): Suite de herramienta para soporte a la 
decisión.
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Simulación de Monte Carlo
Métodos Derivados de Monte Carlo
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Markov Chain Monte Carlo

• En MCMC (Markov Chain Monte Carlo):
• En lugar de intentar muestrear las variables de entrada, …

• … se muestrea una cadena de Markov que “genera” la distribución objetivo:
• Para n variables de entrada se toman los primeros n valores. (Y así sucesivamente).

• La cadena de Markov en su estado estacionario se aproxima a la función de distribución 
objetivo.

• MCMC se basa en el concepto de “camino aleatorio” (random walk):
• Se modeliza mediante un autómata probabilista de estados los datos (más sencillo 

que modelizar los datos completos)

• Se toma un valor aleatorio de la muestra.

• Se aplica la probabilidad de transición varias veces hasta obtener un nuevo dato.
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Markov Chain Monte Carlo

• Cadena de Markov:
• Asume que la probabilidad para pasar de un estado a otro en un instante t, sólo

depende del estado en el instante t-1.

• Propiedades:
• Irreducibilidad: Se puede ir de todo estado a todo estado.

• Aperiodicidad: No existen ciclos.

T=

0.7 0.3 0

0.3 0.4 0.3

0 0.3 0.7

x
2

x
1

x
3

0.4

0.3

0.3

0.3

0.7 0.70.3
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Markov Chain Monte Carlo

• Si tomamos el modelo de cadena anterior:

• La distribución estacionaria sería:

• Resultado del muestreo:

T=

0.7 0.3 0

0.3 0.4 0.3

0 0.3 0.7

x
2

x
1

x
3

0.4

0.3

0.3

0.3

0.7 0.70.3

0.33 0.33 0.33 x =0.7 0.3 0

0.3 0.4 0.3

0 0.3 0.7

0.33 0.33 0.33

1,1,2,3,2,1,2,3,3,2

1,2,2,1,1,2,3,3,3,3

1,1,1,2,3,2,2,1,1,1

1,2,3,3,3,2,1,2,2,3

1,1,2,2,2,3,3,2,1,1

1,2,2,2,3,3,3,2,2,2

Distribución empírica

0.33 0.33 0.33
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Quasi-Monte Carlo

• Difiere de MC en la estrategia para generar las variables de entrada:
• MC: D variables seleccionadas de forma aleatoria.

• QMC: Se genera un vector de tamaño D, de forma que se generen por medio de 
secuencias de baja discrepancia: Secuencias de Halton o Sobol. 

© Wikipedia

Secuencia pseudo-aleatoria Secuencia de Halton

Puntos 1-10

Puntos 11-100

Puntos 101-256
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Quasi-Monte Carlo

• Ventajas:
• Asegura un recubrimiento más uniforme del espacio de variables.

• Es adecuado cuando el número de variables D del problema es alto (alta 
dimensionalidad).

• El error cometido es                     en lugar de  𝑂
log𝑁 𝐷

𝑁
𝑂

1

𝑁
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Variantes Según Aplicación

• Monte Carlo Tree Search: Generador de controladores (en juegos: 
Starcraft).

• Monte Carlo Cell Dynamics: Simulación de movimiento browniano 
(biología molecular: MCell).

• Monte Carlo Ray Tracing: Técnica de renderizado (Animación: Manta Ray)
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Simulación de Monte Carlo
Ejemplo en Clase
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Ejercicio: Problema de la Aguja de Buffon

• ¿Cuál es la probabilidad de lanzando una aguja de tamaño l sobre un 
suelo con rallas la aguja toque una de estas rallas?

l

d
• El problema tiene una 

solución analítica.

• Calcular por medio de 
un método MC la 
probabilidad para los  
valores de entrada l y d.
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Modelización de Sistemas 
Biológicos

Simulación de Monte Carlo


